Die Ableitung der Sinus- und Kosinusfunktion

Flr f(x) = sinx ist (%) = cosx.
- Far f(x) =cosx ist f(x) = —'sirjx.

Leitet man die S|nusfunkt|on ab, so erhalt man die Kosmusfunktlon
FUr die Ableltung der Kosmusfunktlon gilt dagegen:

Fur Funktionen der Form f(x) =5 - smx benétigt man flir dle Ableltung die Faktorregel

Es gilt: f(x) =5 - cosx. '

Fr f(x) = =sinx = -1 - sinx gilt daher, dass f(x) =-1-cosx = ~CoSX.

Fur f(x) = -cosx = -1 - cosx gilt, dass f/(x) = -1 - (=sinx) =sinx.

Weitere Beispiele: Fiir f(x) = 4 - cosx gilt: f(x) = =4 - sinx und flr f(x) = -8COSX gllt

') =-8 - (-sinx) = 8sinx. ;

Generell gilt: Bei der Ableiturig der Kosmusfunktlon andert 51ch das Vorzeichen, bei der Ableitung der
Smusfunktlon nicht. -~ (,(\

:-cos(x) e
036( : ; L :
1 Bestimmen Slef(x) “5\“(x)—/ \ . Aty . B i _
a) f(x) ——7smx b) f(x) = 4cosx ' 0) f(x) %xz :0,5cos§<X')- .. d) f(x) =sinx - cosx
f (x) =- 7— oy )= - (lSih..(K) R o

- ."' f’(x.): = as (k )+,s§'m (X)

Fir die Funktlon f mlt fx) = sm(3 x?) benotlg’t man fir die Ableltung die Kettenregel.
Mit '(x) = u"(v(x)) - v'(x), wobei u(x) = sin(x) die duRere Funktion und v(x) = 3x2 dle mnere Funktlon
ist, erhdlt man fur die Ableitung: ' ) = cos(3x2) 6X. -

~ Die Funktion g mlt g(x) =x* - cosx kann man mithilfe der Produktregel ableiten.
Mit f'(x) = u’(x) -.v(x). +u(x) V'(x), wobéi u(x) = x4 und v(X) = cosx ist, erhdlt man fiir dle Ableitung:
F(x) = 4X2 - cosx + x* - (—~smx) 43 - cosx—x* - sinx. :

Die Funktion f mit f(x) = ﬂ |dsst sxch mit der Quotl,entenreg'el ableiten.

Mit u(x) = 2% v() =1-x und F(x) = 28 V(X\)/zle)i(X) V)
’ _2(1—x)—2x.(_1)= 2 .
. f_(X)_" (1-x)2 -2

mit v(x) + 0 gilt fiir die Ableitung: -

2 Bestimmen Sie f'(x) mithilfe der Kettenregel. .
) . = sin(2x + 1) b) () =3 - cos(2x — 1)

Q) f(x) = (cos(x))? d) f(x) -

sm(x)

3 Béstimme‘n Sie f'(x) mithilfe der Produktregel.

D f(x) = 2x3' sin(x) b)) f(x) = —sin(x) - x c) f(x)—— cos(x) d) (%) -——x2 (—cosx)

qf(;(\ g“ﬂ .S;\/\(‘L)“ﬁ'zx7> 4:'()(}5'(_625(4))(1‘(,‘5;»'(1)) ‘((X _{fy) &XLM (X) ( )__3_ () o
4 Bestimmen Sie ¥’ (x) ithilfe der Quotientenregel. » , C 3’( L5 X S
) 60 - sm(X) b) () = 2= (X) ) () =1 sm(x) d) f(x) = f(')r;g‘())

5 Bestimmen Sie f'(x).

) (<) = x2 - sin(3x) . b) f(x) = cos(x) - V2x ) f(x) = 5x - (cos(x))? d). £(x) =):—2 - sin(4x + TF)
) £ = XD H () = sinG) - e 8) 0 = 73 h) 00 =3+ sin(ax? + b)

t



Avlorbe 2)

o) (%)= sm(ZxM) b) [(x)=3- cae(2x-4) (/'(x < (cosx
(x 2 cas (2x+ /\> '(K)=~3 Sm (Z)("/])‘Z
=_§sin (2¢- 1) u(x) v(x)=cos(x)
d) [ ) A i ()_4 NN Zx v(x) == s lx)
Al = TSWGY B
f(\ is\i&x) ° (o3 (x‘)n ! {’ X "—“Z' CQS()() : SW\(X)
- {aXF
3) () - 27 sk O [y
Bodh S 383 M 814
36\) (x)= Zsim{x) b) (y)" Ji- osx + /1 ) )— St x 6( <%
i’(x) = 2 cos X #"/X\ =—ﬁiéih q['({{ = (,OS %Y g ()\ L@\A “//‘(X -3
~}(o_s 3%

d) (’(x)= Zcos (3 «) ) v[(x)%os (1x) ql) q[(x):sim( * Cas X

bl Zcas x v[ 4y f(x) -sin (nx) n ('(X): (3% * (osX * Sih K - {—Sinx)
Wi =Zsug V% =-# s (wx) (0= (e (< ' )Z)
Q‘M— e (20 2 J) = \casx Siny
= “(/5\!“(:‘7;)()
{7)) ‘{(x) =3sin (A-x) h) ‘[(x)"- K—sin (4-25) i) {[&5\\/\(20*%(}1 —x)
Q[I(X) 3o | 0() (- 43 fl(x)z Scas (4‘_:?_)())(%)

=-Z%cos /fx :?C®L4—1x
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B. Extrempunkte und Wendep

> | Beispiel: Extrem- und Wen
. | Bestimmen Sie die Hoch-, Tlef-
0 < x < . Skizzieren Sie anschlieffien

Losung: .

© Wir bestimmen zunichst die benotigten
: Ableitungen f', f"und f"". Dabei verwenden
: wir die lineare Kettenregel, die besagt, dass
(sin(ax))' = a - cos(ax) und dass

i (cos(ax))'=—a-sin(ax) gilt.

. Zur Bestimmung der Extrempunkte 16sen
wir die Gleichung f'(x) = cos (2x) = 0.

Sie hat im Intervall [0; it] zwei Losungen:
x=7und x = %n.

Durch Uberpriifung mittels f" erhalten wir
einen Hochpunkt H(%|%) und einen Tief-

punkt T(%n\%).

Als Wendestellen erhalten wir mit der not-
wendigen Bedingung f"(x) =-2sin(2x) =0
die Stellenx =0, x = % und X = .

Durch Uberpriifung mittels ' ergeben sich
zwei Links-Rechts-Wendepunkte W, (01)
und W (| 1) sowie ein Rechts-Links-Wen-
depunkt W, (5]1).

Durch Einzeichnen der Extrem- und Wen-
depunkte kdnnen wir nun den Graphen von
f skizzieren. Man erkennt nun auch ohne

weitere Rechnung, dass f keine Nullstellen
besitzt.

: i ” m- und Wendepunkte
Untersuchen Sie f auf Extrem- und Wende
a) f(x) =%sinx 0] <ix. < 31y

©) i) = 2cos(%x) =1 Osprsil

e) f(x) =2cosx — x, 0<x<2gx

VIL. Trigonometrische Fupy;
l()nen

unkte trigonometrischer Funktionen

depunkte einer Sinusfunktion i
und Wendepunkte von f(x) = 78in(2x) + 1 jn Intewall
d den Graphen von f.

Ableitungen von f:
f'(x) =71 cos(2X) - 2+0 =

Cos (2x)
f"(x) = —sin(2x) - 2 = —2sin(2x)
f"(x)=—-2cos(2x):2 = —4c0s(2x)

Extrempunkte von f:
f'(x) =cos(2x) =0 (notw. Bed.)

2x=% bzw. 2x=%n

x=%,y=%,f”(%)=—2<0=>Max

x=%n,y=%, f”(%ﬁ):2>0=>Min a\wg\[\
Hochpunkt H (E | é); Tiefpunkt T (én ’l)
412 4712

Wendepunkte von f: \
f"(x)=-2sin(2x) =0 (notw. Bed.)

2x =108bzw, 2x =1  bzwA2e=rii

=08 bzw: x:% bzw. X =T

x =0: f""(0) = -4 < 0= L-R-WpW, (0l1)
x=Zf"(2)=4>0 = RL-WpW,[j]

x =7 £ (;r) = —4 < 0= L-R-Wp W, (@l

Graph von f:
y A

o

(SR
a
>

punkte und zeichnen Sie den Graphen von f.

b) f(x) =2cosx — 1, —%57{5%

d) f(x) = —sinx + 2x, 0<x<27

D fx)=3sinx -2, F<x237




4. Die Differentiation von sinx und cos x
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C. Steigungs- und Schnittwinkel von trigonometrischen Funktionen

4 Beispiel: Steigungswinkel, Schnittwinkel
Gegeben sind die Funktonen £(x) = sin(2x) und g(X) =cos (2x) im Intervall 0 < x <, deren

Graphen rechts abgebildet sind.
a) Zeigen Sie, dass f und g sich bei x = g
schneiden.
b) Berechnen Sie den Steigungswinkel
von f an der Stelle x = &
¢) Berechnen Sie den Schnittwinkel von f
und g bei x =g.

Losung Zu a:
. Die Berechnung von f (§) und g(g) ergibt

jeweils den Werty = T' Also schneiden sich
fund g im Punkt P(§|-=).

Losung zu b:

Wir bestimmen zunéchst die Ableitungs-
funktion f'(x) = 2 cos (2 X), wobei wir Sinus-
regel und lineare Kettenregel anwenden.
Dann berechnen wir f'() = V2.

Dieser Steigungswert entspricht dem Tan-
gens des Steigungswinkels o.

Durch Anwendung des Arcus-Tangens er-
halten wir das Resultat: o. = 54,7°.

Losung zu c:

Analog zub) bestimmen wir den Steigungs-
winkel  von g bei x=g. Er lautet
B=-547°.

B ist hier negativ, so dass der Schnittwinkel
von fund g eigentlich laut Skizze den Wert
¢+ Bl = 109,4° hitte. Da dieser Wert aber
tiber 90° liegt, ist der Schnittwinkel gleich
dem Ergénzungswinkel hiervon zu 180°.
Also gilt y = 70,6°.

Ubung 4 Steigungswinkel

Gegeben ist die Funktion f(X) = 2s1n( x)

im Interyal] 0 < x < 8.

8) Skizzieren Sie den Graphen von f.

b) Berechnen Sie den Stelgullg-‘>"mGel gan
der Stelle x = 2.

©) Berechnen Sie, an welcher Stelle f

Steigungswinkel p = 45° hat.

den

YA
1.

ii /

R

= N

>V

Schnittpunkt von f und g ( Nachweis ):

f(F) = sin(2 &) =sin(3) = &
g(g;‘COS( ‘)—COS(%) 2
= Schnittpunkt S (8) ‘5)

Steigungswinkel von f bei x = :
f'(x) = 2cos(2x)

f'(%) = 2005(%) =2
tano = V2
o = arctan V2 =~ 54,7°

Steigungswinkel von g bei x = %:

g'(x) =—2sin(2x)

g/(7)= -2sin(3) = -2

[ = arctan (— \/5) ~—54,7° (bzw. +125,3°)

Schnittwinkel von f und g:
P y=180°-a—|Bl,daB<0
% =  y=180°-54,7° - 54,7°
v = v=70,6°

0019w+

Ubung 5 Schnittwinkel

Gegeben sind die Funktionen

f(x) = sin (0,5x) und g(x) = cos (0,5 x).

a) Skizzieren Sie die Graphen von f und g.

b) Zeigen Sie, dass f(3) = g(3) gilt.

c) Berechnen Sie den Schnittwinkel von f
und g bei x = 7.



VII. Trigonometrische Funk '
Onen
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5. Funktionsuntersuchungen und Modellierungep,

Im Folgenden untersuchen wir trigonometrische Funktionen der Form f(x) = a - sip br

3 c
bzw. f(x) =a - cos(bx +c¢) +d sowohl abstrakt als auch im Anwendungszusammenhang_ J+d

A. Abstrakte Kurvenuntersuchungen

T T

> | Beispiel: Sinuskurve

Gegeben ist die Funktion f(x) = 1,5 - sin(—’%x - %) coabgiti et 5

a) Bestimmen Sie x- und y-Verschiebung, Periode und Amplitude. Zeichnen Sie den Graphep,
Lesen Sie dann aus dem Graphen die Nullstellen, die Hoch- und Tiefpunkte sowie dep
Wendepunkt in Anndherung ab.

b) Weisen Sie nach, dass H(2/2,5) und T (4|-0,5) tatsichlich die Extrempunkte von f sind,

Losung zu a:

:  Wir formen die Gleichung von f soum, dass
. wir ablesen konnen, welche Manipula-
. tionen erforderlich sind, um den Graphen
: von f aus dem Graphen von sinx zu
: gewinnen.

L f(x)=1,5-sin[Fx-D]+1
x-Verschiebung: +1

: y-Verschiebung: +1

. Periode: 2T"=2§=4 lsierle o
2

: Amplitude: L5

: Anhand dieser Daten skizzieren wir den
: Graphen von f und lesen die rechts darge-
. stellten besonderen Punkte ab.

Nullstellen:

X ;=300 X ey
Extrempunkte: H(2[2,5); T (4]-0.5)
Wendepunkt: W@3l1)

: Losung zu b:

: Wir fiihren den Nachweis fiir die beiden
. Extrempunkte mit Hilfe der beiden ersten
. Ableitungen von f, die wir mit der Sinusre-
. gel, der Kosinusregel und der linearen Ket-
. tenregel bestimmen konnen.

: Dannzeigen wir, dass f'(2)=0und " (2)<0
: gilt, womit der Nachweis fiir den Hoch-
. punkt erbracht ist.

. Analog fithren wir mittels f'(4) =0 und
» £'(4) > 0 den Nachwetis fiir den Tiefpunkt.

Ubung 1

2. Nachweise zu den Extrempunkten:
fx)=15-3- c;os(%x -3
f'"®x)=-1,5-7 - sin(5x - 7)

2
Hochpunkt: f’(2) = 1,5 3 7_2]:. 4 COS(%) =0
f(2)==1.5 .243. sin(%)z_3,7<0=>MaX

Tiefpunkt: f'(4) =1,5 - % - cos(3) =0
F@) =15 2. siafin] 237507 M8

Skizzieren Sie den Graphen von f im angegebenen Intervall und bestimmen Sie die Lage der
Extrem- und Wendepunkte sowie die Nullstellen von f.

M2 sm(2x =4+ 1, 2<x<2+nx

c) f(x)=2-cos(3x~2m)+2, 4<x<8

b) f(X)=%-Sin(%x—Jc)—l, 2<x<6

) fR)=—2 - sin(ro2) L 1P




i (x);

| '3 53)3.2.81(1(' ‘5.'5‘3 =P \.

bl
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ame Trigonometrische Funktionen
Datum: und Funktionenscharen
zn
Basisaufgaben: Lehrbuch S. 366/367 25 L:"P—
7. Graphen P=p

Geben Sie cine mégliche Funktionsgleichung der abgebildeten Funktion f an.

y

3

A F_ B T C [
= 7\\/'/ 1 ‘AT | Fai J

J\\/

/ \ - 11 1 26:\:: , n 2?} I /;l'
:\/ :r '\\ _4/’ |
o 4 | _]

/ 4qnx
3 x L4

{Q)-3s(4y) [)=cos (Hx)+7  fi)= -tsm (07 x) f(:) Gsin (5 x)

11. Atmungsrhythmus
Ein Patient atmet im Abstand von drei Sekunden tief ein und aus. D('(lo i schwankt sein LL’-,’l' -

genvolumen f zwischen 2 und 4 Litern. Zu Beginn (t = 0) hat er gerade eingeatmet. v fabdbor + 4
Priifen Sie, welche der folgenden Formeln sein hl_ég'nvgsa\_/olumen korrekt beschreiben kdnnte.

a)

f()=3+ cos(zT"t) M y)/ﬁ(ﬁ =uﬁ2,’sin(2)—"/( ,@’M:}(cyﬁ-%]ﬁ

WIGD 00 Ry 0 t0=3+sin(Fa+))
=&

Verachjeloun 9 T s sin

uwd cos

Aufgabe 1 Funktionenschar — Uy (ésiLX)

Gegeben sei die Funktionenschar f, mit f,(x) = 2 — isin(x), a>0.

d.

b.

Erlautern Sie argumentativ oder rechnerisch, fiir welche Werte von a, die Funktion fa Nullstellen be-

sitzt. H (‘7/7\\,' ( 0 )
T3
Stellen Sie die Gleichung der Normalen g, von f, im Punkt P(r|f,(m)) auf. ( i a)

Kontrollergebnis: q,(x) = —ax + 2 + an

Aufgabe 2 Funktionenschar

Gegeben sei die Funktionenschar f, mit f,(x) = x + % -sin(2x),a > 0.

a.

b.

Bestimmen Sie Lage und Art aller Extrema von f, auf dem Intervall J = [0; 2n].
Zeigen Sie:
Fiir a = 1 gibt es Stellen mit einer waagerechten Tangente, also potenzielle Extrema.
Fiir a < 1 gibt es keine solchen Stellen und damit keine Extrema.
Bestimmen Sie die Wendestellen von f, auf /. Verzichten Sie auf den Nachweis ihrer Existenz.
Bestimmen Sie die Gleichung der Wendetangente t, von f, an der Stelle x = .
Kontrollergebnis: t,(x) = (1 + a)x — an
Die Wendetangente t, aus Teil d) umschlieBt fir a > 0 mit den beiden Koordinatenachsen ein Flichen-
stiick A,. Geben Sie einen Term fiir diesen Flicheninhalt an.
Berechnen Sie den Wert von a, fiir den der Inhalt des Fldchenstiicks A, exakt 2m? betriigt.
Zeigen/Begriinden Sie: Fiir a = 4 hat die Funktion f, auBer der Nullstelle x = 0 keine weiteren Null-

stellen.
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